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RESUMO

Este artigo é um estudo preliminar, através de uma bolsa de Iniciacao Cientifica’, das
equacgdes que descrevem o movimento dos fluidos. Aqui se pretende externar as suposi¢cfes
fisicas e definicdes matematicas, usadas para descrever o sistema, fluido, de maneira mais
simples e de facil entendimento para os estudantes. A equacdo dinamica para a densidade
espectral de energia cinética turbulenta na Camada Limite Convectiva (CLC), que modela o
movimento do ar na atmosfera, é obtida de forma cldssica através da equacdo de Navier-
Stokes. Esta equacgdo expressa a conservagdo de momento introduzida pelas equacgfes do
movimento da Lei de Newton. Este trabalho ainda estd em andamento e pretende avaliar as
varidveis atmosféricas na regido da campanha do estado do Rio Grande do Sul.
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1 INTRODUCAO

Inicialmente, a descricdo matematica basica para o escoamento de um fluido,
também chamada de dindmica de fluidos, desenvolvida por Euler (1741) foi corrigida
para incluir as forcas de viscosidade por Navier (1827) e Stokes (1945). A equacao
de Navier-Stokes descreve a velocidade de um fluido, em um ponto no tempo, é
simplesmente a equacdo da segunda Lei de Newton para uma particula do fluido.
Ela iguala a aceleragdo de uma particula do fluido com a forca resultante exercida
na particula, devido ao gradiente de pressao, a viscosidade do fluido e a gravidade,
por unidade de volume. No estudo inicial de mecanica dos fluidos, nos livros de
engenharia, nos deparamos com a dificuldade encontrada na deducdo e obtencao
da equacdo de Navier-Stokes. Este trabalho visa facilitar o entendimento dos
conceitos utilizados para a obtencéo desta equacao.

2 METODOLOGIA (MATERIAIS E METODOS)

Para descrever o escoamento de fluidos pode-se utilizar a equacao Navier-
Stokes, a qual nos permite explicitar os campos de velocidade, determinar no
escoamento a sua distribuicdo de velocidade em cada ponto e em cada instante de
tempo, e determinar a pressdo em uma particula durante o escoamento. Através da
Segunda Lei de Newton, com a resultante de for¢cas de pressao, forcas de atrito e
forca gravitacional, consegue-se deduzir a equacdo Navier-Stokes (BRUNETTI,
2008). Na metodologia foi realizada uma pesquisa bibliografica para a
fundamentacéo tedrica do trabalho de pesquisa, visando uma pesquisa descritiva.

! pesquisa financiada pelo Programa de Desenvolvimento Académico (PDA) da Unipampa.
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Essa investigacdo se deu em varias literaturas de mecénica dos fluidos, onde
selecionamos os livros: Fundamentos da Mecéanica dos Fluidos (MUNSON, 2004) e
Mecéanica dos Fluidos (POTTER, 2004). Como método utilizado destacamos a
deteccdo da publicacdo que seria utilizada, que envolvesse a equacao pretendida,
objetivando o dominio sobre o tema.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

O momento de uma particula é uma grandeza vetorial calculada pelo produto
da massa pela sua velocidade. A fim de encontrar a equacao da conservacao do
momento, podemos reescrever a Lei de Newton para o movimento em termos do
momento. Para isso, escrevemos a aceleracdo como a taxa de variacdo da
velocidade no tempo e consideramos a massa constante, de modo

= - av am.yv dp

Fr =m.a =m.z=—(dt )=d—f,
onde mV € o momento p e Fr € a resultante das for¢cas que agem sobre a particula
do fluido. As forcas que atuam sobre essa particula séo as forcas de presséao, as
forcas de atrito e a forca gravitacional. A particula do fluido podera ser entendida
como um elemento de fluido infinitesimal. A equacdo de Navier-Stokes expressa a
conservagao de momento para um movimento de pequena escala, que ocorre em
um fluido incompressivel e irrotacional. O momento e a velocidade sédo grandezas
vetoriais e descritas no espaco de coordenadas cartesiano tridimensional.

FORCA DO GRADIENTE DE PRESSAQ: Define-se a pressdo P por uma
forca F que comprime uma superficie, que esta distribuida sobre uma area A, isto é,
a pressao é exercida pela forca sobre essa superficie. Pressdo € uma grandeza
escalar e a sua unidade no Sistema Internacional de Unidades é o Pascal. Em um
movimento laminar de um fluido, seja a pressdo uma funcao f(x) em torno do ponto
X=a, no centro do elemento de volume dv,
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Figura 1. Pressdes exercidas nas faces do elemento de volume dv na dire¢éo x.

Para descrever a pressao atuando em uma particula de fluido em repouso,
utiliza-se Expansdo em Série de Taylor para fun¢gbes analiticas, ou seja, representar
a funcéo por séries de poténcias, afim de que a funcéo tenha derivada em todos os
pontos. Devido a dx ser extremamente pequeno e, elevado a segunda poténcia ou
mais, faz com que o mesmo se torne desprezivel, de modo que a funcéo tera
apenas os termos de primeira ordem da série, na forma

f(0) = f(@) +=f(@)(x - ).
Sendo os pontos x = x + dz—x e a = x, substituindo os termos na equacao de
f(x) = P(x), temos
P(x+Z)=P@) +=P(0)Z.
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Para a variacdo da pressdo na coordenada x, utiliza-se o gradiente, que é
uma derivada parcial na coordenada cartesiana tridimensional, dada por VP =

@, 8,0 ¢ : ~ )
(5 e k) P, que aplicada a funcéo, sera

vp=P(x+F)-P(x-F),

VP = P(x) + = P()Z — P(x) + = P(x) %,
dado por VP = :—XP(x)dx. Dessa forma, calcula-se a forca atuando no volume de
controle como o produto da presséo pela area da face perpendicular ao gradiente.
Para a pressdo na coordenada unidimensional x, temos F(x) = %P(x)dx dydz .

Assim, a funcdo da forca, nas coordenadas X, y e z pode ser expressa com 0O
gradiente da presséo F = VP dv, de modo que

(9 i} i} dxdvd
F = aP(x)+@P(y)+£P(z) (dxdydz).

FORCA DE ATRITO: A forca de atrito é a resisténcia ao movimento causada
pela viscosidade. Essa resisténcia origina uma tensdo de cisalhamento. Para
entender o conceito, precisa-se perceber que a viscosidade é a “aderéncia” interna
de um fluido e, a taxa de deformacdo de um fluido, € diretamente ligada a
viscosidade do fluido. Os fluidos que se comportam dessa maneira sdo chamados
de fluidos newtonianos. Considere um escoamento no qual as particulas do fluido se
movem, onde u é a componente velocidade ao longo da coordenada x.

O Gradiente de velocidade representa o estudo da variacdo da velocidade no

. . ~ . ~ . , . . ~ . d ,
meio fluido em relacdo a direcdo mais rapida desta variagcdo. A quantidade ﬁ €o

gradiente de velocidade na direcdo x e pode ser interpretado como taxa de
deformacgéo, na forma t,, - ud—u sendo u = u(y). Portanto, o atrito entre as camadas
Y. dy

do fluido depende linearmente do cisalhamento de velocidade, dado por F = ”:_v :

sendo A a area, V a velocidade, H a altura e u o coeficiente de proporcionalidade
relacionado com a viscosidade. A tensdo responsavel pela transferéncia de

z F %4 . ;. . e . R
momento € T=-—=pu-. Considerando uma superficie plana infinita, devido a

e e . ~ , u . . .
espessura infinitesimal a tensdo sera Tyx=H7. No espaco tridimensional das

velocidades (u, v, w) teremos 9 tensdes diferentes correspondentes ao cisalhamento
nas diregdes (x,y, z), sdo elas derivadas da Série de Taylor, na forma
_ OTxx | OTyx | 0Ty
Tx—(ax + 3y + aZ)dx.
Através da equacéo da tenséo, calcula-se a forca de atrito F, = 1,,A
_ [0Txx 0Tyx asz) .
Fo= (52422 4+ 22) dx dydz

d ou d Ou d ou .
E, = aﬂaﬁ'aﬂai‘aﬂg)dxdydz,
0*u
d

0*u . 0*u
Fx =u ﬁ + a_yz + ?)dXdde

- . - . 0?2 9?2 0?2
Utiliza-se o operador laplaciano na forma unidimensional como V?u = a—; + a_; + a—;.
Assim, para forca de atrito na coordenada x, tem-se F,r, = uV*u dxdydz. Para o

espaco tridimensional utiliza-se: u é a velocidade na coordenada x, v € a velocidade
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na coordenada y e w € a velocidade na coordenada z, sendo o vetor velocidade

dado por V= (uw,v,w), 0 V3V = % + g—yl: + ‘;Z‘f e forca de atrito escrita como

Fyr = uV?V dxdydz.

FORCA GRAVITACIONAL: Sendo a aceleragdo dada pela gravidade g e a
massa pelo principio de conservacdo de massa pdV = pdxdydz, dado que o volume
é estabelecido como V. Obtém-se, para a coordenada X,

F¢y = pdxdydz g,.

EQUACAO NAVIER-STOKES: Através da Segunda Lei de Newton, tém-se o
somatorio das forcas em x dado por Y E, = E, + Fury + Fg, = ma,. Para convencéo
de sinais, as forcas que atuam para dentro da particula sdo negativas e as que estao
para fora sao positivas, na forma unidimensional em x dada por

] o%u | 9%u | 92 D
— aP(x)dx dydz + u (ﬁ + a—ylzl + —Z) dxdydz + pdxdydz g, = pdxdydz D—IZ.

0z
e d
Como a massa especifica € dada por p = d—T, sendo o volume dv = dxdydz, logo

dm = pdv. A equacgao acima é dividida pelo volume dxdydz, na forma
9%u  9%u  9%u

0 Du
~5 PO+ (G4 TR+ E) + 00 = P
Simplificando a equagéo acima se tem, para a coordenada x, a expressao
b]
———P() + uVu + pg, = pll))—ltl.
As equacdes podem ser simplificadas em uma Unica equagdo que descreve
essa variacao nas trés coordenadas. A equacédo geral de Navier-Stokes é dada por
—VP + uvV*V +pg = p=,
onde a forca resultante sobre o elemento de volume é igual a taxa de variacao

temporal do momento no interior do volume mais o fluxo liquido de momento através
da superficie do volume.

4 CONCLUSAO

No estudo proposto, nesse projeto de Iniciagdo Cientifica, alcancar a equacao
de Navier-Stokes se mostrou um desafio a ser superado. Este trabalho se propés a
tornar a deducdo aqui apresentada uma alternativa para o estudo de mecéanica dos
fluidos. Como o projeto estd em andamento, considera-se que apenas uma etapa foi
superada e que o desenvolvimento das equacbes, que modelam a equacéo
dindmica para a densidade espectral de energia cinética turbulenta na CLC, precisa
ser alcancado. Portanto, este trabalho tem segmento com o estudo do decaimento
da turbuléncia na Camada Limite Planetaria.
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